
Îëèìïèàäà
øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå

¾ÒÈÈÌ-2024¿
Çàêëþ÷èòåëüíûé òóð
11 ôåâðàëÿ 2024 ãîäà
8 êëàññ (Åâðîïà)

▷ 1. Â íîâîé ñåðèè Ñìåøàðèêîâ ãåðîè Áàðàø, Ëîñÿø è Êîïàòû÷ ó÷àñòâîâàëè
â èíòåëëåêòóàëüíîé èãðå �Ñîîáðàçè�. Êàæäîìó áûëà ïðåäëîæåíà êîðîáêà, â
êîòîðîé 280 ñïè÷åê. Êàæäîìó íóæíî ñëîæèòü èç âñåõ ñïè÷åê (ëîìàòü èõ íåëü-
çÿ) ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê. Âñå ðåøèëè ýòó çàäà÷ó, íî îêàçàëîñü, ÷òî ó
Ëîñÿøà ïîëó÷èëñÿ ñàìûé áîëüøîé ïî ïëîùàäè òðåóãîëüíèê, à ó Êîïàòû÷à -
ñàìûé ìàëåíüêèé. Êàêîé òðåóãîëüíèê ïîñòðîèë Áàðàø, åñëè îí îêàçàëñÿ îò-
ëè÷íûì îò òðåóãîëüíèêîâ, ïîñòðîåííûõ åãî äðóçüÿìè?

Ðåøåíèå:
82 + 152 = 172 , 8 + 15 + 17 = 40
72 + 242 = 252 , 7 + 24 + 25 = 56
202 + 212 = 292 , 20 + 21 + 29 = 70
ÍÎÊ(40,56,70)=280
280 = (8 + 15 + 17) · 7 = 56 + 105 + 119, S = 2940
280 = (7 + 24 + 25) · 5 = 35 + 120 + 125, S = 2100
280 = (20 + 21 + 29) · 4 = 80 + 84 + 126, S = 3360
Îòâåò: Áàðàø ïîñòðîèë òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè 56, 105, 119.

▷ 2. Ïóñòü S(n) - ñóììà öèôð â äåñÿòè÷íîé çàïèñè íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n.
Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ÷òî
à) n− S(n) = 6030,
á) n− S(n) = 6033?

Ðåøåíèå:
n è S(n) èìåþò îäèí è òîò æå îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 9
n = a1a2 . . . ak = a1 · 10k−1 + a2 · 10k−2 + · · · + ak−1 · 10 + ak = a1(9 + 1)k−1 +
a2(9 + 1)k−2 + · · ·+ ak−1(9 + 1) + ak = 9N + (a1 + a2 + · · ·+ ak) = 9N + S(n)

n− S(n)
...9

a) n = 6048, S(n) = 18; 6048− 18 = 6030;

á) 6033íå
...9 ⇒ íå ñóùåñòâóåò òàêèõ n, ÷òîáû âûïîëíèòü óðàâíåíèå a.

▷ 3. Äàí ïðÿìîóãîëüíûé áèëüÿðä ðàçìåðàìè 2024 íà 2025. Èç òî÷êè, íàõî-
äÿùåéñÿ íà áîðòó äëèíîé 2025, íà ðàññòîÿíèè 100 îò óãëà, âûïóùåí øàð ïîä
óãëîì 45◦ ê áîðòó. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëå íåêîòîðîãî ÷èñëà îòðàæåíèé îò áîð-
òîâ øàð ïîïàäåò â óãîë áèëüÿðäà. Íàéòè äëèíó ïóòè, ïðîéäåííîãî ïðè ýòîì
øàðîì.

Ðåøåíèå:
Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ y = x+ 100 èëè ïðÿìóþ y = −x+ 100. Íà÷àëî äâèæåíèÿ
- òî÷êà (0; 100). Äâèæåíèå â îáëàñòè x ⩾ 0. Óñëîâèå ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç óçåë
ñåòè â ïåðâîì ñëó÷àå áóäåò 2025n = 100+ 2024m,m > 0. Ïðè m = 0 îñòàòîê îò
äåëåíèÿ ÷èñëà 100+ 2024m íà 2025 ðàâåí 100. Ïðè óâåëè÷åíèè m íà 1 îñòàòîê
áóäåò óìåíüøàòüñÿ íà 1. Ïåðâûé ðàç îñòàòîê áóäåò ðàâåí 0 ïðè m = 100. Äëè-
íà òðàåêòîðèè â ýòîì ñëó÷àå áóäåò 202400

√
2. Âî âòîðîì ñëó÷àå óñëîâèå èìååò

âèä 2025n = 100− 2024m, ðåøåíèåì â ýòîì ñëó÷àå áóäåò m = 1925, n = −1924.
Äëèíà òðàåêòîðèè â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ðàâíà 2024 · 1925

√
2.

▷ 4. Ïîëüçóÿñü öèðêóëåì è ëèíåéêîé, ðàçäåëèòü óãîë âåëè÷èíîé 45◦ íà òðè
ðàâíûå ÷àñòè.

Ðåøåíèå: 1. Ñòðîèì óãîë 60◦. Â îêðóæíîñòü ðàäèóñîì 8 âïèñûâàåì ïðàâèëü-
íûé øåñòèóãîëüíèê;
2. Ñòðîèì óãîë 45◦;
3. 45◦ = 15◦ + 15◦ + 15◦.

▷ 5. ×àñû ïðîáèëè ïîëíî÷ü. Êàêîé óãîë ìåæäó ÷àñîâîé è ìèíóòíîé ñòðåëêîé
áóäåò ÷åðåç 2024 ìèíóòû?

Ðåøåíèå:
2024 ìèíóòû = 33 ÷àñà 44 ìèíóòû = 24 ÷àñà + 9 ÷àñîâ + 44 ìèíóòû = 24 ÷àñà
+ 9 ÷àñîâ + 44/60 ÷àñà = 24 ÷àñà + 146/15 ÷àñà
360/12 = 30◦

360◦ � óãîë, íà êîòîðûé ïîâîðà÷èâàåòñÿ ìèíóòíàÿ ñòðåëêà çà 1 ÷àñ.
6◦ � óãîë, íà êîòîðûé ïîâîðà÷èâàåòñÿ ìèíóòíàÿ ñòðåëêà çà 1 ìèíóòó.
A = (146/15) · 30 = 292◦ � óãîë, íà êîòîðûé ïîâåðíóëàñü ÷àñîâàÿ ñòðåëêà çà
146/15 ÷àñà.
B = 6 · 44 = 264◦

A−B = 28.
Îòâåò: 28.



▷ 6. Ïðè ïîäãîòîâêå ê ýêçàìåíó òðè øêîëüíèêà ðåøàëè 2024 çàäà÷è. Êàæ-
äûé ðåøèë 1200 èç íèõ, êàæäóþ çàäà÷ó êòî-íèáóäü ðåøèë. Çàäà÷à íàçûâàåòñÿ
òðóäíîé, åñëè å¼ ðåøèë òîëüêî îäèí øêîëüíèê, è ë¼ãêîé, åñëè å¼ ðåøèëè âñå
òðè øêîëüíèêà. Êàêèõ çàäà÷ áîëüøå � ë¼ãêèõ èëè òðóäíûõ? Íà ñêîëüêî?

Ðåøåíèå:
Ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ êðóãè Ýéëåðà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç aj
êîëè÷åñòâî çàäà÷, ðåø¼ííûõ òîëüêî j-ì ó÷åíèêîì, ÷åðåç aij - êîëè÷åñòâî çàäà÷,
ðåø¼ííûõ òîëüêî i-ì è j-ì ó÷åíèêàìè, ÷åðåç a123 - êîëè÷åñòâî çàäà÷, ðåø¼í-
íûõ âñåìè ó÷åíèêàìè. Òîãäà êîëè÷åñòâî òðóäíûõ çàäà÷ - a1 + a2 + a3, ë¼ãêèõ -
a123. Íàñ èíòåðåñóåò âåëè÷èíà s = a1+a2+a3−a123. Ñîãëàñíî óñëîâèþ, èìååì

ñèñòåìó:


a1 + a2 + a3 + a12 + a13 + a23 + a123 = 2024

a1 + a12 + a13 + a123 = 1200

a2 + a23 + a23 + a123 = 1200

a3 + a13 + a23 + a123 = 1200.
Ñëîæèâ ïî÷ëåííî òðè ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà ñèñòåìû è îòíÿâ óäâîåííîå ïåðâîå,
íàéä¼ì −a1− a2− a3+ a123 = 3600− 4048 = −448, îòêóäà s = 448. Ïîëó÷åííûé
ðåçóëüòàò îçíà÷àåò, ÷òî òðóäíûõ çàäà÷ áîëüøå, è áîëüøå íà 448.
Îòâåò: 448.

▷ 7. Âñå ÷åòíûå ÷èñëà, íà÷èíàÿ ñ 2, âûïèñûâàþòñÿ ïîäðÿä: 2468101214. . .
Êàêàÿ öèôðà ñòîèò íà 2024 ìåñòå?

Ðåøåíèå:
Îäíîçíà÷íûõ ÷åòíûõ ÷èñåë â äåñÿòêå 4, äâóõçíà÷íûõ â êàæäîì äåñÿòêå 5, âñå-
ãî 9 · 5=45. Òðåõçíà÷íûõ â êàæäîé ñîòíå 50, âñåãî 9 · 50=450. Âñåãî öèôð â
÷åòíûõ ÷èñëàõ, íå ïðåâûøàþùèõ 1000, 5+2 · 45+3 · 450=1444. Äëÿ ÷åòûðåõ-
çíà÷íûõ ÷èñåë îñòàåòñÿ 2024-1444=580=4 · 145. 145 ÷åòûðåõçíà÷íîå íå÷åòíîå
÷èñëî 1288. Ïîñëåäíÿÿ öèôðà 8.
Îòâåò: 8.

▷ 8. Íà ñòîðîíå AB òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíû òî÷êè M è K. Îêàçàëîñü,
÷òî AM = MK,CM = CB,∠AKC = 0, 5∠CAK +90◦. Íàéäèòå äëèíó ñòîðîíû
AC, åñëè äëèíà îòðåçêà MB ðàâíà 8 ñì.

Ðåøåíèå:
Ïî óñëîâèþ òðåóãîëüíèê MCB ðàâíîáåäðåííûé, òàê êàê CM = CB. Ïîýòîìó
∠CMK = ∠CBK. Îòìåòèì íà ñòîðîíå AB òî÷êó N òàê, ÷òîáû BN = MK(=
AM). Òîãäà AN = MB. Äàëåå, △KMC = △NBC ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó
ìåæäó íèìè. Òîãäà, â ÷àñòíîñòè, CK = CN , è ∠ANC = ∠NKC = 180◦ −
(0, 5∠CAK + 90◦) = 90◦ − 0, 5∠CAK.

Òîãäà â òðåóãîëüíèêå ACN íàõîäèì

∠ACN = 180◦ − ∠ANC − ∠CAK =

= 180◦ − (90◦ − 0, 5∠CAK)− ∠CAK =

= 90◦ − 0, 5∠CAK = ∠ANC.

Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèêACN ðàâíîáåäðåííûé, è òîãäàAC = AN = MB =
8.

▷ 9. Â 28-çíà÷íîå ÷èñëî 3*4*1*0*8*2*40923*0*320*2*56 ñëó÷àéíûì îáðàçîì
âìåñòî çâåçäî÷åê çàïèñûâàþòñÿ öèôðû 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü,
÷òî ïîëó÷åííîå ÷èñëî áóäåò äåëèòüñÿ íà 792.

Ðåøåíèå:
Äëÿ òîãî ÷òîáû ÷èñëî äåëèëîñü íà 792, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíî
äåëèëîñü íà 8, 9 è 11. Ïîñêîëüêó ÷èñëî îêàí÷èâàåòñÿ íà 56, òî äåëèòñÿ íà 8
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òðåòüÿ öèôðà ñ êîíöà ÷¼òíàÿ (èõ ïÿòü èç äåñÿòè).
Ñóììà öèôð ÷èñëà ðàâíà 54, ïîýòîìó îíî äåëèòñÿ íà 9. Ñóììà öèôð ñòîÿùèõ
íà íå÷åòíûõ ìåñòàõ ðàâíà 44, íà ÷åòíûõ 55, èõ ðàçíîñòü äåëèòñÿ íà 11.
Îòâåò: 0,5.

▷ 10. Íàéäèòå ñåìü íàòóðàëüíûõ, ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë, ñóììà êóáîâ
êîòîðûõ ðàâíÿëàñü áû 199g (g = 10100).

Ðåøåíèå:
n3
1 + n3

2 + n3
3 + n3

4 + n3
5 + n3

6 + n3
7 = 1990 · (1033)3

nk = dk : 1033

d31 + d32 + d33 + d34 + d35 + d36 + d37 = 1990
d1 = 1, d2 = 4, d3 = 5, d4 = 6, d5 = 7, d6 = 8, d7 = 9.
13 + 23 + · · ·+ 93 = ( 1+9

2 · 9)2 = 2025
23 = 8, 33 = 27, 2025− 23 − 33 − 1990



Îòâåò: 1033; 4 · 1033; 5 · 1033; 6 · 1033; 7 · 1033; 8 · 1033; 9 · 1033.


